Definicja 1
Niech DcR™ i f;:D—>R dla i=1,...,k. Funkcja wektorowa m
zmiennych nazywamy odwzorowanie f:D — R¥ okreslone nastepujaco:

flxy,. .. xm) = (fl(xl, U T TN 1 €2 T ,xm)).
Niech xo nalezy do zbioru D wraz z pewnym otoczeniem. Jezeli istnieja
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Funkcje wektorowe

(z0), ief{l,....k}, je{l,...,m},

Anna Bahyrycz to pochodna funkcji f w xq jest okreslona macierza:
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Tﬁ(mo) azf; (o)
Ji(zo) =

Ofs P

%(wo) ai’; (20)

zwang macierza Jacobiego funkcji f w zg.
Méwimy, ze funkcja wektorowa f jest klasy C' jezeli wszystkie funkcje
0fi ' gdzie i€ {1,...,k}, j€{1,...,m} sa funkcjami ciagtymi.
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Przykfad 1

Wyznaczyé macierz Jacobiego i jakobian odwzorowania biegunowego
B:R, x(0,27) - R? wzorem

Definicja 2
Niech Q bedzie podzbiorem otwartym przestrzeni
R™ f=(f1,..-,fn):Q—>R" bedzie funkcja wektorowa, xo € oraz

macierz kwadratowa B(p,#) = (x(p,0),y(p,9)) = (pcos e, psin ).

ofr .. 9N
oz, (70) i, (%0) Wyznaczamy macierz Jacobiego odwzorowania B
Ji(wo) = : 5 : S2(p0) 52 (p,9) cosp —psing
Is(p, @) = =
Ofn o O DA .
G (7o) Owy (o) g—z(p,sp) %(p74p) singp pcosyp

bedzie macierza Jacobiego funkcji f w punkcie xy. Wowczas

Jjakobianem odwzorowania f w punkcie xy nazywamy wyznacznik

|(;v(vad;‘Ttowej) macierzy Jacobiego funkcji f w punkcie xo i oznaczamy T5(p, )| = detIn(p, @) = pcos? ¢ + psin ¢ = p.
(Lo )|

Moéwimy, ze odwzorowanie f jest nieosoblive gdy |J¢(x)|+0 dla

kazdego x € .

a nastepnie jakobian B

R, :=(0,00)



Twierdzenie 1 (o macierzy Jacobiego funkcji odwrotnej)

Niech ) bedzie otwartym podzbiorem przestrzeni R™ i f:Q - R"
bedzie nieosobliwym odwzorowaniem klasy C'. Wéwczas

1. zbiér f(§) jest otwarty;
2. jesli f jest réznowartosciowe, to f~! jest klasy C' oraz
Jr1(y) = (Jp(2) ™,
gdzie y = f(z), x €.
Przyktad 2

Dla odwzorowania biegunowego B :R, x (0,%) - R, xR, okreslonego
wzorem

B(p,¢) = (2(p,¢),y(p.¢)) = (pcos g, psinp)

sprawdzi¢, ze zachodzi wzér

Jp-1(z,y) = (Je(p,9)) ",

gdzie (z,y) = (pcosp, psing), (p,¢) € Ry x (0, 7).

Pole wektorowe

Definicja 3
Polem wektorowym nazywamy funkcje, ktéra kazdemu punktowi pewnego
obszaru przyporzadkowuje pewien wektor.

Definicja 4
Polem wektorowym na obszarze D c R? (na ptaszczyznie) nazywamy
funkcje wektorowa

F(m,y):(P(m,y),Q(x,y)), ('T?y)ED'

Polem wektorowym na obszarze V c R® (w przestrzeni) nazywamy
funkcje wektorowa

F(x,y,z) = (P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)), (x,y,z) eV.

Przyktad 2 c.d.
Zaczniemy od policzenia (Jz(p,))t. Z Przyktadu 1 mamy

cosp —psing
Is(p, ) = ;
sing pcosy

a stad poniewaz detJg(p, p) = p otrzymujemy, ze

pCcosy psing cosp sing

(Is(p.p)) ' == =

—-sing cosy —e 88

p p

Poniewaz B~!(xz,y) = (\/:132 + yQ,arctg%) dla (z,y) e Ry xR, (zobacz
wyktad " Wspébtrzedne biegunowe ..."), wiec

x Y pCcosp
[22+y2 /22 +y2 o
Jp-1(z,y) = ;i Jp1i(pcosy, psing) = ,
_ T _psing
z2+y2 z2+y2? p?

zatem zachodzi sprawdzany wzér.

Definicja 5

Pole wektorowe nazywamy potencjalnym na obszarze D potfozonym na

ptaszczyznie lub w przestrzeni, gdy istnieje funkcja U : D - R taka, ze
F=grad U.

Funkcje U nazywamy potencjatem pola wektorowego F.

Uwaga 1

Dla pola wektorowego na ptaszczyznie F = (P,Q) powyzszy warunek
przyjmuje postac

oUu ou
P =, =,
Ox @ Ay
a dla pola wektorowego w przestrzeni ¥ = (P,Q, R) przyjmuje postaé
ou ou ou
P=— =— R=—.
Ox’ @ oy’ 0z



Twierdzenie 2

Niech pole wektorowe F = (P,Q) bedzie rézniczkowalne w sposéb ciggty
na obszarze wypuktym D c R%. Woéwczas pole wektorowe F jest
potencjalne na D wtedy i tylko wtedy, gdy

oP 0

—(z,y) = —Q(:U,y) dla kazdego (x,y) € D.

dy ox

Podobnie niech pole wektorowe F = (P,Q,R) bedzie rézniczkowalne w
sposéb ciagly na obszarze wypuktym V c R3. Wodwczas pole wektorowe
F jest potencjalne na V' wtedy i tylko wtedy, gdy

e ol
L(w,y,2) = F2(wy.2),
%{(x,y,z) = g—_f(x,y,z), dla kazdego (xz,y,z) € V.
Qyz) = L(ay,2)
Przyktad 4

Sprawdzié, ktére z podanych pdl wektorowych sa potencjalne. Wyznaczy¢
potencjaty pél wektorowych, ktére sa potencjalne.

a) F(z,y) = (3y?,6xy) gdzie (x,y) e R?,
Pole wektorowe F = (P, Q) jest rézniczkowalne w sposéb ciagly i réwne
sa pochodne

a—P(amy) =6y i 8—Q(x,y) =6y dla kazdego (x,y) € R?,
oy ox

wiec pole F jest potencjalne. Wyznaczamy potencjat pola ¥, czyli
funkcje U : R? — R taka, ze

oUu . oU
—(z,y)=3y> i —(x,y)="6zy.
Ox Jy

Ue,y) = [ 3y do=3y"a+qi(y) @ Ulay) = [ 6oy dy = 3oy sgn(a),
stad potencjat pola ¥ dany jest wzorem

U(z,y) = 3zy* + C, gdzieC eR.

Przyktad 3

Sprawdzi¢ czy podane funkcje sa potencjatami wskazanych pél
wektorowych:

1. U(z,y) =2®+y?>+10; F(x,y) = (2z,2y) gdzie (x,y) ¢ R?,
2. U(z,y,2) = xyz+2?+y?+22;, F(x,y,2) = 2u+yz, 2y+xz,2z+1y)
gdzie (z,y,z) e R3.

Przyktad 2 c.d.

Sprawdzi¢, ktére z podanych pél wektorowych sa potencjalne. Wyznaczy¢
potencjaty pdl wektorowych, ktére sa potencjalne.

b) F(z,y,2) = (y+z,0+z,2-2) gdzie (z,y,2) e R3.
Pole wektorowe F = (P, @, R) jest rézniczkowalne w sposéb ciagty.

Sprawdzamy czy spetnione s3 warunki:

oP
Y

1=1 1=1 -1#0

wiec pole F nie jest potencjalne.

7($,y72):%(1‘,y,2’)7 %(z,y,z)z%(m,y,z), %(Ivyaz):%(xayvz)



Przyktad 2 c.d.

Sprawdzi¢, ktére z podanych pél wektorowych s3 potencjalne. Wyznaczy¢
potencjaty pdl wektorowych, ktére sa potencjalne.

c) F(x,y,2) = (~y? - 222,2yz - 2zy,y* - 2%) gdzie (z,y,2) e R3.
Pole wektorowe F = (P, @, R) jest rézniczkowalne w sposéb ciagty.
Sprawdzamy czy spetnione s3 warunki:

9 9
?971;(1‘7y72):37§(x7ya2)7 %($,y72):%(l‘,y,2’)7 Tg(xayaz):%(xayvz)

-2y=-2y -2z =-2x 2y =2y

wiec pole F jest potencjalne. Wyznaczamy potencjat pola F, czyli
funkcje U : R® - R taka, ze
ou 9

—(z,9,2) = _y2_2$2a 8£($7yaz) =2yz-2zy i 87[](337973) 292_37 .
ox dy 0z

U(I,y,Z) = f(_yQ - ZIZ) dx = _y2$ _I22+gl(yvz)7
U(z,y,2) = [ (292 - 2zy) dy = y*z —y*x + g2(x, 2),

U(z,y,2) = [(y* - 2?) dz = y*z - 2%z + g3(2,y),
stad potencjat pola F dany jest wzorem

U(z,y,z) = —ay* -2’z +y*2+ C, gdzie C eR.

Definicja 7

Niech F = (P,Q, R) bedzie rézniczkowalnym polem wektorowym na

obszarze V c R3. Dywergencje pola wektorowego F okreslamy wzorem:
or  0Q _on

divF = F=— .
v Ve 8x+8y 0z

Rotacje pola wektorowego ¥ okreslamy wzorem:

k

~
.

rotF = v xF = 8%0 (% % :(aj_aﬁ’ai_aj’aﬁ_aj)_

P Q@ R
Przyktad 6
Wyznaczyé dywergencje i rotacje pola wektorowego
F = (23y,2y2%, x2).

divF = 322y + 22% + 2, rotF = (-4yz, -z, -x°)

Definicja 6

Operator Hamiltona (nabla) okreslamy wzorem:

-9 -9 209 (0 0 0
- )

=7 — ] — k—_ii—
v 23x+]8y+ 0z \oz Oy’ Oz

Uwaga 2
Uzywajac nabli gradient funkcji trzech zmiennych f mozna zapisa¢c w
postaci

grad f=vf

. Nable mozna uogélni¢ na przestrzen R".

Przyktad 5
Wyznaczyé gradient funkcji

f(x,y, 2) = arctg.
z

gradf(%y,Z)—(O’WFW)

Uwaga 3

Pole wektorowe F nazywamy bezwirowym na obszarze V c R3, jezeli
rotF = (0,0,0) w kazdym punkcie V. Warunek rotF = (0,0,0) jest
réwnowazny potencjalnosci pola wektorowego F.

Pole wektorowe F nazywamy bezzrédtowym na obszarze V c R3,
jezeli divF =0 w kazdym punkcie V.



Definicja 8

Operator Laplace'a (laplasjan) okreslamy wzorem:

0?9 o

A=v?i=z =+ —+—.
v 6x2+8y2+822

Uwaga 4
Laplasjan funkcji f majacej drugie pochodne czastkowe ciagte
nazywamy funkcje

2 2
+ 87f + 87f.
oy?

2 : 0% f
Af=v f:vovf:dlvgradf:@ 922

Przyktad 7

Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczy¢ wartos¢ przyblizona wyrazenia
arctg 0,9
V02
flxo+ Az, yo + Ay) » f(x0,y0) + df (x0,y0) (Az, Ay), czyli
0 0]
o+ Ao+ Au) = £ o, 0) * 5 (a0, m) A + S 20, m0) Ay

arctg x

f(xay): \/g ) ($07y0):(154)7 A.Z':—O,l i Ay:0a02
arctgl
1,4) = _
F1,4) - 2L 2
of 11 of 11 1
S ey B S A A A |
of 1 of m 1 T
g/ —arctga- (- —— Y= (=)=-Z,
5y (0y) =arctg e ( 2M) = 5,00=1 (%) =
arctg 0,9 w7 1 T
T T s S~ (<0,1) + (- )-0,02 =0,3811
T 51 (-0, )+( 64) 0,02=0,38
arctg 0,9

=0,3654 z dokfadnoscia do 4 miejsca po przecinku

JZ,02

Definicja 9 (Rdzniczka funkgji)

Niech funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie
(20,y0). Rézniczka funkcji f w punkcie (g, o) nazywamy funkcje
df (xo,y0) zmiennych Az, Ay okreslong wzorem

0 0
df (o, y0)(Az, Ay) := i(xo’yo) Az + i(xo’yo) Ay
Ox y
Twierdzenie 3 (Zastosowanie rézniczki do obliczen
przyblizonych)
Niech funkcja f ma ciagte pochodne czastkowe pierwszego rzedu w
punkcie (zg,yo). Wowczas

f(zo + Az, yo + Ay) ~ f(x0,y0) + df (0,%0) (Az, Ay),

przy czym btad 0(Ax, Ay) powyzszego przyblizenia dazy szybciej do

0 niz wyrazenie \/(Ax)? + (Ay)?2.
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